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Abstrak

Persamaan diferensial fraksional merupakan perluasan dari persamaan
diferensial klasik yang memungkinkan orde turunan berupa bilangan riil,
sehingga relevan untuk memodelkan sistem yang memiliki sifat memori dan
hereditar. Artikel ini bertujuan untuk memperoleh solusi analitik sistem
persamaan diferensial fraksional linier dengan orde fraksional yang berbeda pada
setiap variabel. Kontribusi utama penelitian ini adalah perumusan solusi analitik
sistem persamaan diferensial fraksional linier orde berbeda menggunakan
transformasi Laplace dengan turunan fraksional Caputo. Melalui penerapan
transformasi Laplace, sistem diferensial fraksional diubah menjadi sistem aljabar
dalam domain transformasi yang dapat diselesaikan secara sistematis
menggunakan kaidah Cramer, kemudian dikembalikan ke domain waktu melalui
invers transformasi Laplace. Beberapa contoh disajikan untuk mengilustrasikan
efektivitas pendekatan yang diusulkan. Secara matematis, hasil penelitian ini
memberikan kerangka analitik yang terstruktur untuk penyelesaian sistem
persamaan diferensial fraksional linier dengan orde berbeda dan dapat menjadi
dasar bagi pengembangan teori maupun aplikasi lanjutan pada sistem dinamik
fraksional.

Kata Kkunci: Persamaan Diferensial Fraksional, Transformasi Laplace, Solusi
Analitik.

PENDAHULUAN

Sistem persamaan diferensial memainkan peran penting dalam
menggambarkan berbagai fenomena dinamika pada bidang sains, teknik, dan
ekonomi. Dalam banyak sistem nyata, dinamika perilaku tidak hanya
ditentukan oleh keadaan saat ini, tetapi juga dipengaruhi oleh riwayat
keadaannya. Karakteristik ini dikenal sebagai efek memori atau hereditar dan
sering muncul pada sistem dengan interaksi nonlokal dalam waktu. Persamaan
diferensial fraksional merupakan generalisasi dari persamaan diferensial
klasik yang memungkinkan orde turunan berupa bilangan riil positif.
Keunggulan utama pendekatan fraksional terletak pada kemampuannya
merepresentasikan efek memori secara lebih akurat dibandingkan model
berorde bulat. Oleh karena itu, sistem persamaan diferensial fraksional banyak
digunakan dalam pemodelan dinamika kompleks, seperti anomali difusi,
sistem viskoelastik, dan sistem kontrol fraksional. Dalam artikel ini, perhatian
difokuskan pada sistem persamaan diferensial fraksional linier dengan orde
pecahan yang berbeda pada setiap variabel. Perbedaan orde pecahan tersebut
mencerminkan heterogenitas dinamika memori dalam komponen sistem,
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sehingga menuntut pendekatan analitik yang sistematis untuk memperoleh
solusi. Secara umum, bentuk matematis dari sistem persamaan diferensial
linier dapat dinyatakan sebagai berikut:

Dex(t) = Ax(¢t) +u(t), x(0)=x0 (1.1)

D=2 Acr™n x(t)

dt

dimana t dan u(t) € R~

Persamaan diferensial fraksional merupakan persamaan diferensial dengan
orde riil positif. Dengan rincian komponen sebagai berikut:

x1(t)
2@ = |20 ep

X (0)

Vektor ini menyatakan keadaan sistem pada waktu ¢, di mana notasi ()T
menunjukkan bahwa x(t) adalah vektor kolom yang terdiri dari variabel-
variabel dependen sistem. Kemudian

uy (t)
u®) = |2 err

1 (£)

Vektor ini merepresentasikan masukan luar, kendali, atau gangguan eksternal
yang memengaruhi dinamika sistem. Selanjutnya

ay1 Qg - Qqp
A1 Az -+ Az

A= [aij] = . . € Rnxn
An1 Qn2 -+ Qun

Matriks ini merupakan matriks konstanta riil yang merepresentasikan
hubungan linier dan interaksi antar variabel keadaan dalam sistem.

Sistem persamaan diferensial linier klasik pada Persamaan (1.1) merupakan
fondasi utama dalam analisis dinamika sistem. Dalam perkembangannya,
sistem ini digunakan sebagai kerangka dasar untuk membangun sistem
persamaan diferensial fraksional (pecahan). Perubahan mendasar terjadi pada
operator turunan D;, di mana orde turunan bilangan bulat (n = 1)
digeneralisasi menjadi orde riil positif memenuhi

a; 0<a; <1. Generalisasi ini memungkinkan sistem untuk menangkap
fenomena, di mana perubahan variabel pada waktu t tidak hanya dipengaruhi
oleh kondisi saat ini, tetapi juga oleh seluruh riwayat masa lalu sistem. Sistem
klasik tetap menjadi acuan penting karena pada saat semua orde a; = 1, sistem
fraksional akan kembali menjadi sistem linier klasik. Oleh karena itu,
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pemahaman mendalam terhadap matriks A dan struktur vektor masukan u (t)
pada model klasik sangat krusial sebelum melakukan ekspansi ke domain
kalkulus fraksional.

Bentuk umum dari sistem persamaan diferensial fraksional linier adalah

sebagai berikut:
Dix(t) = Ax(t) +u(t),  x(0) = xo0 (1.2)
o __ d_a
dimana * dit® menyatakan operator turunan fraksional. Ada beberapa

definisi dari operator turunan fraksional”’. Salah satu yang cukup dikenal
adalah operator turunan fraksional Caputo, yang didefinisikan sebagai:

t
1 [ _DPx(r)
Dix(t) = T —a) / = otk dr

5 (1.3)

dimana k - 1 < a < kk € N. Solusi dari sistem (1.2) dengan D:*adalah operator
turunan Caputo telah diberikan dalam beberapa literatur.

Pada artikel ini, diselesaikan sistem persamaan diferensial fraksional (1.2)
dalam artian Dfx(t) = [Df'a1(t) Di*aa(t)-- Df*za(t)]” dimana Di,i =
1,2,---,n, aitak perlu sama dengan ajuntukj = 1,2,--- ,n adalah operator turunan
fraksional Caputo dengan menggunakan transformasi Laplace. Penelitian ini
mengelaborasi dari yang telah diteliti oleh Odibat, M.Z [6].

Dalam beberapa dekade terakhir, sistem persamaan diferensial fraksional
telah menarik perhatian besar karena kemampuannya dalam memodelkan
efek memori dan sifat hereditas secara lebih akurat. Namun, perlu dicatat
bahwa sebagian besar studi sebelumnya umumnya mengasumsikan
penggunaan orde fraksional yang sama (a) untuk seluruh variabel dalam
sistem (sistem homogen). Asumsi ini sering kali didasarkan pada upaya
penyederhanaan analisis matematis. Berbeda dengan pendekatan tersebut,
artikel ini mengkaji sistem dengan orde fraksional yang berbeda (a;)pada
setiap variabel keadaan. Hal ini didasari oleh realitas bahwa dalam sistem yang
kompleks, setiap komponen sering kali memiliki karakteristik memori atau
laju peluruhan yang tidak seragam. Sebagai contoh, dalam sistem biologi atau
sirkuit listrik yang heterogen, satu variabel mungkin berubah dengan
karakteristik orde(a; ), sementara variabel lainnya mengikuti orde («,).

Dalam artikel ini akan diselesaikan sistem persamaan diferensial fraksional
orde berbeda yang berbentuk:

Dex(t) = Ax(t), x(0) = xo0 (1.4)
dengan Dex(t) = [Df'aa(t) Di*azs(t) - Dz, (1)]", 0 < o < | dimana
Deij = 1,2,--- ,n adalah operator turunan fraksional Caputo dengan

menggunakan transformasi Laplace.
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Penting untuk ditekankan bahwa dalam model ini, setiap komponen sistem
memiliki orde fraksional yang dapat berbeda satu sama lain, di mana notasi «;
(untuki=1,2,...,n)akan digunakan secara konsisten di seluruh bagian artikel
ini untuk merujuk pada orde fraksional dari masing-masing variabel keadaan.
Berdasarkan latar belakang tersebut, penelitian ini bertujuan untuk
merumuskan solusi analitik pada sistem persamaan diferensial fraksional
linier yang memiliki orde berbeda pada setiap variabel keadaannya. Kebaruan
utama dalam penelitian ini terletak pada fokus heterogenitas orde fraksional
(«;), yang secara signifikan memberikan fleksibilitas lebih besar dalam
memodelkan fenomena kompleks dibandingkan pendekatan orde tunggal
(homogen) yang lazim ditemukan dalam berbagai literatur. Artikel ini
memposisikan diri sebagai pengembangan dan pelengkap terhadap penelitian
yang dilakukan oleh Odibat, di mana jika Odibat lebih menekankan pada aspek
teoretis dasar sistem fraksional, artikel ini secara eksplisit menyajikan
formulasi umum solusi sistem fraksional linier orde berbeda dengan
mengintegrasikan metode transformasi Laplace dan aturan Cramer secara
sistematis. Dengan demikian, diharapkan hasil penelitian ini dapat
memberikan kerangka kerja matematis yang lebih aplikatif bagi para praktisi
dalam menyelesaikan masalah dinamika sistem yang melibatkan variabel
dengan karakteristik memori yang tidak seragam.

LANDASAN TEORI

Beberapa fungsi yang berperan penting dalam pembahasan sistem persamaan
diferensial fraksional linier adalah fungsi Gamma, fungsi Beta dan fungsi
Mittag-Leffler. Penyelesaian sistem ini melibatkan fungsi Mittag-Leffler
sebagai generalisasi fungsi eksponensial, yang didukung oleh fungsi Gamma
sebagai dasar perhitungan koefisien pada orde fraksional. Kombinasi
keduanya memungkinkan representasi solusi analitik yang akurat dalam
menangkap dinamika sistem yang memiliki efek memori.

Definisi 2.1. [5] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai I'(n), didefinisikan sebagai
I'(n) = /:r“_lf'_"' dr, n>0

0
Definisi 2.2. [5] Fungsi Beta didefinisikan sebagai
1

Bp.g)= [zP (1 —x) dz, 2 € R
.0) = [271(1-2) s paeR

dimana p > 0 dan q > 0.

Definisi 2.3. [2] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter didefinisikan sebagai
E\(z) = E;G [(A}—:l)

dimana A >0 dan z € C.
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Definisi 2.4. [2] Fungsi Mittag- Leﬁ‘ler dua parameter didefinisikan sebagai
Ex P Z T(Mi+p) AA+,J

dengan A >0, p >0danz € C.

Untuk turunan dari fungsi M1ttag Leffler, berlaku

(k+m)!lz &
D{m)E
ZA'F k+m )+ p)

(2.1)

Kaidah Cramer adalah metode aljabar linier yang digunakan untuk
menyelesaikan sistem persamaan linier B, = L menggunakan determinan.
Dalam penyelesaian sistem persamaan diferensial fraksional, kaidah ini
menjadi instrumen krusial setelah dilakukan transformasi Laplace.

Transformasi Laplace mengubah operator turunan fraksional yang kompleks
menjadi pangkat aljabar dalam domain -s. Akibatnya, sistem diferensial
berubah menjadi sistem persamaan aljabar linier dalam bentuk B(s)X(s) =
L(s). Kaidah Cramer memungkinkan penyelesaian variabel Xj(s) secara
individual tanpa harus melakukan inversi matriks seluruhnya.

Penggunaan Kaidah Cramer bukan sekadar alat bantu hitung, melainkan
jembatan metodologis yang memungkinkan sistem fraksional yang heterogen
diubah menjadi solusi analitik yang terstruktur, yang pada akhirnya
mempermudah penentuan ekspresi solusi dalam domain waktu menggunakan
fungsi Mittag-Leffler.

Dalam artikel ini metode yang digunakan adalah kaidah Cramer. Kaidah ini
digunakan karena memungkinkan penentuan solusi sistem persamaan aljabar
secara eksplisit ketika koefisien matriks bersifat non-singular, sehingga
mendukung perumusan solusi analitik sistem persamaan diferensial
fraksional hasil transformasi Laplace.
Implementasi metode ini diberikan berikut ini
Ax =D, (2.2)

dimana Anxn adalah matriks non singular dengan

axib abic

xn bn

Jika det A 6= 0, solusi dari (2.2) diberikan sebagai berikut
_ det(4;)

= det(A)’
dimana Aiadalah matriks yang diperoleh dengan mengganti kolom ke-i matriks
A dengan vektor b.
Turunan biasa yang biasa kita kenal memiliki orde turunan dalam bentuk
bilangan bulat positif. Dalam artikel ini akan diperkenalkan turunan fraksional
yang ordenya dalam bentuk bilangan riil positif berupa pecahan. Salah satu
turunan fraksional yang digunakan yaitu turunan fraksional yang
dikembangkan oleh Caputo menggunakan transformasi Laplace.

i=1,2,---,n,
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Definisi 2.5. [5] Misalkan f(t) adalah fungsi sedemikian sehingga D f(t) ada.
Turunan fraksional Caputo orde a dari fungsi f(t) didefinisikan sebagai
Dpfit) = 2 [ P
tJA\Y) —

Lk —a) i{ (t—gytl=k
dengank-1<a<kk€N.

Definisi 2.6. [4] Misalkan f(t) adalah suatu fungsi dari t. Transformasi Laplace
dari f(t), dinyatakan dengan F(s) atau L[f(t)], didefinisikan sebagai

LIf(1)] = F(s) :ff(t)e_"""dt, seC
0 , (2.3)

asalkan integral tersebut ada.

Definisi 2.7. [8] Konvolusi dari dua buah fungsi yang kontinu f(t) dan g(t)

didefinisikan sebagai berikut

D) +g(®) = [ f(t — Dg(Dde
dimana simbol * menyatakan operator konvolusi.

Teorema 2.8. [5] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F(s)
dan G(s) maka
t

L /f(t —7) g(7) d.T] = F(s)G(s)

[/f(t—T) a(7) dT} ~styy.

ft—7)g(r) e =t dr dt,

0
Bukti.

c [ / £t —7) g(r) dT]

F(t =) g(r) o™=+ dr dt,

ft—7) g(r) e st e dr dt,

0\8 9\8 ‘3\8 O‘\g 9\8 0\8

ft—7) e U= d(t — 1) g(T) e dr,

5\8 3\8 9\8 :\8

ft—7) e 5(t—T) d(t — T)fq(T) e 7 dr.
Misalkan a = t - T, maka ’
Irt Jf e Jfe
Z Z Z
Nt =D g@dr=[ff(@eda[f g(r)e " dr

= F(s)G(s)
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Teorema 2.9. [8] Misalkan L[f(t)] = F(s) danl% adalah operator turunan
fraksional Caputo, maka

m

L[Dtaf(t)] = saF(s) - Xs(a-k)Dt(k-1)f(0).

k=1
Bukti.

= 1 / Dgn)f(r)d'r
L [Dr f(t)] =L {F(Hl o (1) / (t - T)m+l—m ’
0

1 [ [ D™ f(r)dr
- I‘(m—oc)ﬁ j (t —)ati-m |’
0

. 1 [ m—1—a m)
_F(m—a)ﬁ O/(t—T) 1—a pl f(T)dT]

Dengan menggunakan Teorema 2.8 diperoleh

a 1 a1 m
LIDEO) = fm—ay [ £ [P 0]

1 I'(m — «a)
" I'(m—a) sm@

nzF Z (m— L)Df\ 1) ()‘|‘

Zq(“ ¥ pi—tg(a).
O

k=1 )
Teorema 210 [9] Transformasi Laplace dari perkalian fungsi
tOmte-D DM By L (at®) gdalah

m
mF Z glm= L)D(k 1)f( )‘l

1

8‘.’?? —x

mlsh—,
Bukti. Bukti teorema ini menggunakan formula
i (k+ m)!a:"”' _ m!
e (1- 'T')MH, (2.4)
yang buktinya akan diberikan kemudian. Dari formula (2.1) diperoleh

N = (k4 m)! (at?)¥
¢ Explat”) ;} kKl T(AE+Am+p) (2.5)

L I:t(z\qupfl)DEm)El\‘p(at)\)] _ PR #a.
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Selanjutnya

i [t(/\m.—b—p—l)Dr(.m')E)hp(at)\ )} — e—si t()\m—i—p—l) D,E”")E,\_p(at’\)df,

&\8 9\8

= e~ st p(Am+tp—1) i (k+ m)! ((1.{’\)‘\*
) k=0 C(Ak + Am + p)

= i (k + m)' a_k j‘e_ﬁ-f t(l\_;.+'\,r,l+‘)_l)dt
k=0 El T(Ae+ Am+p) ,
- 0

(k4 m)! a® c {t()\k-%—/\m-}—,o—l):l ’
B Tk T RmLp)

ol
il

(k +m)! a® (A + Am+ p)
k! T(\k + Am + p) gAk+Am+p

ol

=
Il
=}

(k +m)la®
Ll e Am+p

tuﬁg

x
Il
=}

> (k —A\k
= g~Omt) 3 e

|
= k!

Dengan menggunakan persamaan (2.4), diperoleh:

Am+p—1) y(m) o ml!
e
= s_()"”'f'P) -S'A(m+l) m!

(S‘\ - u)m+1
mls—r

o (S’\ _ a)erl !

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa:

i (k+m)! , m!

= —
= k! (1- .r.)""H.

Terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa:

sl m
14+2)" = xF
(14 2) g;(k) |

(2.6)
Dan
n
= 1 Cn r—1,r
(? ) =k ey (2.7)
Misalkan:

f(x)=(1+x)m makaf(x) = (1 +x)m"— f{0) =1,

Dxf(x) = m(1 + x)m1 = Dxf(0) = m,

Dy?f(x) = m(m - 1)(1 + x)m-2 > Dx*f(0) = m(m - 1), D:3f(x) = m(m - 1)(m -
2)(1 +x)m3— DA3f(0) =m(m - 1)(m - 2).

Dengan menggunakan Deret Maclaurln yaltu

[(@) = £(0) + Do f(0) + S D2F(0) + 3 DLF(0) +
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diperoleh E )
f()—1+—m+§m( m—1)+ %m( m—1)(m—2) +
x? (m—2) 23 (m — 3)!
m! m! .
= g0 +mx + ;172+ w5+

2(m — 2)! A(m -3

Il
TN
o
—
~
+
/N
—
—
8
+
N
b =
~—
8
[Sv]
...I_
/N
w
S W
)-!
[#]
+

k=0 )
Kemudian,

-n —n)!
( 7n) - r!((n i)r)!’
_ (—n)(—n—=1)(-—n—-2)---(—m—(r—=1))(—n —1)!
rli(—n —r)!
(m)(n-(n-2)-(n-ri1)
!
(=1)"n(n+1)(n +7"2) (n+r—1)
r! '
()" (n+r—1)n+r—2)---(n+1)n
r! ’
(-D)"(n+r—1)n+r—2)---(n+1n(n—1)
r! (n—1)"
(1Y etr—=1)
- rln—1)! 7

(")

(‘T”) = () Cpaprry |

Dari persamaan (2.6) dan (2.7) diperoleh:

(L+z)™ = iu)k (’m +: - 1):::’*,

b

(1 _ I}f(erl) = Z
k=

(
((m +1)+ k- 1)$A_7
(
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Dengan demikian diperoleh:

1 = /m+k b
uﬂwm_z(k)”

k=0
7203 (m+ k)! o
- (m—+k— )k
£~ (m+k—Fk)k!

m! N i (m+k)

(1 . ‘T)(m-&-l)

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN
Perhatikan kembali sistem persamaan (1.4). Misalkan

Persamaan (1.4) dapat ditulis menjadi (3.1)
Q13 Gy v Gy &1
Qg gy @ T
21 Qa2 2 2
A= N P
Ap1 Qpa 0 Ay Ly

Dengan syarat awal:
x1(0) = X109, %2(0) = X320, -, X, (0) = Xpo.
Dengan melakukan transformasi Laplace pada (3.2), diperoleh
sUX1(8) =57 % (0) = a1, X1(5) + a12X5(8) + -+ + a1, X, (5),
§92X5(5) — 5927, (0) = a1 X1 (S) + @z X5(s) + o + a2 X (),

Saan(S) - San_lxn(o) = anlxl(s) + anZXZ(S) + -t anan(S)-

Kemudian dapat ditulis dalam bentuk matriks:
B(s) X(s) = L(s),
dengan:
ajp — 8" aiz o dig
azp g — S - a2y,
B(s) =
nl An2 s Qpp — 8%

Dengan melakukan transformasi Laplace pada (3.2), diperoleh:

x1(0) = x10, x2(0) = x20, **+, xn(0) = Xno.
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Misalkan B(s) adalah matriks non singular, maka dengan menggunakan aturan
Cramer, diperoleh
X, ()= det(B;(s))

~ det(B(s)), untukj = 1,2,-+,n (3.6)

dimana Bj(s) adalah matriks yang dibentuk dengan mengganti kolom ke-j dari

matriks B(s) dengan vektor L(s). Dari persamaan (3.6) diperoleh
(I(Pt-(BJ,‘(S))] =12 .n

() — 1
Bley=12 [dor(B(s)) (3.7)

Proses pencarian solusi analitik ini dimulai dengan menerapkan transformasi
Laplace pada setiap komponen sistem untuk mengonversi operator diferensial
fraksional menjadi ekspresi aljabar dalam domain -s. Setelah transformasi
dilakukan, persamaan-persamaan tersebut disusun ke dalam sebuah sistem
matriks karakteristik yang memisahkan variabel keadaan dari parameter
input dan kondisi awalnya. Melalui representasi matriks ini, aturan Cramer
kemudian diterapkan sebagai instrumen utama untuk mengisolasi setiap
variabel secara eksplisit, sehingga memudahkan identifikasi bentuk
determinan yang siap untuk diinversi kembali ke domain waktu.

Contoh 3.1. Tentukan solusi dari sistem

Il e [ v o I

Berdasarkan solusi yang diperoleh pada Contoh 3.1, terdapat beberapa poin
penting mengenai perilaku sistem yang dipengaruhi oleh penggunaan orde
fraksional:

1. Karakteristik Solusi Mittag-Leffler: Berbeda dengan sistem diferensial orde
bulat yang menghasilkan solusi dalam bentuk fungsi eksponensial, sistem
ini menghasilkan solusi dalam bentuk fungsi tipe Mittag-Leffler. Fungsi ini
secara matematis menjembatani perilaku antara peluruhan eksponensial
(ketika @ — 1) dan peluruhan hukum pangkat atau power-law (ketika a —
0).

2. Efek Memori dan Hereditas: Penggunaan turunan Caputo dengan orde 0 <
a; <1 menunjukkan adanya sifat non-lokalitas. Artinya, nilai variabel
keadaan pada waktu t tidak hanya ditentukan oleh kondisi sesaat, tetapi
juga dipengaruhi oleh akumulasi riwayat masa lalu sistem. Semakin kecil
nilai «;, semakin kuat pengaruh "ingatan" sistem tersebut terhadap
perilaku dinamikanya.

3. Fleksibilitas Dinamika: Dengan adanya variasi orde a;dan a, pada variabel
yang berbeda, sistem menunjukkan tingkat fleksibilitas yang lebih tinggi.
Variabel dengan orde yang lebih rendah akan mengalami perubahan
transien yang lebih lambat namun memiliki efek peluruhan jangka panjang
yang lebih persisten dibandingkan variabel dengan orde yang lebih tinggi.
Hal ini membuktikan bahwa model fraksional mampu menangkap

dimana a € R.
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kompleksitas sistem nyata yang tidak dapat diakomodasi oleh model linear
klasik.

Dengan menerapkan transformasi Laplace terhadap persamaan (3.8),
diperoleh:

—57V2a(0) = (5 — 8%)X(s), (3.9)
—523y(0) = aX(s) — (1 + s¥/3)¥ (s) (3.10)

Persamaan (3.9) dan (3.10) dapat ditulis menjadi:

[31/2:1:(0)} _ é — s1/2 0 [X(e)]
—572/3y(0) o  —1—s1/3| [Y(s)
Maka:
§71/2
X(S) = '/ 1 o
12 _ *
TR

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh:
1.1/2
.'l'-(t) — El/g‘l éi’ Iy

Selanjutnya,
172 s—2/3

Lo+ 173
(31/2 _ %) (s1/3 4 1) (s1/3 +1

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh:

Y(s)=ua

Yo
)

_13[16 1,6\ 40—24/3i -1+ +/3i
y(t) = at™/? [EEI/G‘E/S (-fl/() ————Fi/62/3 (71&1/6)

2 39 4
40 + 24v/3i —1—v3i 1,6\  32—4i A
- T’EI/(J',SA/S (ffl/{) + 65 E1/0‘2/3(*?-f1/b)
32+ 43 e o
+ TEl/ﬁ.Q/R(lfl/ﬁ)] xp + E1/:1(—tl/d)?}u-
Contoh 3.2. Tentukan solusi dari sistem
Dyx(t) 2007 [z z(0) T
D2y = [0 50| |y|, |v0)] = |w

Hasil penyelesaian pada Contoh 3.2 menunjukkan fenomena unik di mana
setiap variabel keadaan x;(t)memiliki perilaku dinamik yang berbeda
meskipun berada dalam satu sistem matriks yang sama. Perbedaan karakter
ini disebabkan secara langsung oleh variasi orde fraksional «;:
1. Kecepatan Respon Transien
Variabel dengan orde «; yang lebih kecil cenderung menunjukkan
perubahan yang sangat tajam pada awal waktu (¢t = 0), namun kemudian
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mengalami perlambatan laju perubahan. Sebaliknya, variabel dengan orde
yang mendekati 1 menunjukkan transisi yang lebih halus dan gradual,
menyerupai karakteristik sistem linear klasik.

2. Efek Memori yang Heterogen
Dalam sistem ini, setiap variabel memiliki "daya ingat" atau efek heriditas
yang tidak seragam terhadap kondisi masa lalunya. Orde «; yang lebih
rendah menyimpan informasi sejarah sistem secara lebih kuat (sifat non-
lokalitas tinggi). Hal ini tercermin dalam solusi fungsi Mittag-Leffler, di
mana variabel dengan orde kecil akan meluruh lebih lambat dalam jangka
panjang (heavy-tailed) dibandingkan variabel dengan orde yang mendekati
bilangan bulat.

3. Representasi dalam Domain Laplace
Secara aljabar, perbedaan «; menyebabkan polinomial karakteristik pada
penyebut solusi domain -s (yaitu det(B(s))) memiliki pangkat pecahan yang
tidak seragam. Implikasi fisisnya adalah setiap variabel memiliki profil
stabilitas dan redaman yang unik. Hal ini memungkinkan model untuk
menangkap fenomena di mana satu komponen sistem mungkin mencapai
titik kesetimbangan lebih cepat daripada komponen lainnya, meskipun
keduanya saling berinteraksi dalam satu matriks sistem A.

Untuk memudahkan melihat perbedaan karakter solusi antar variabel akibat
perbedaan orde fraksional, dapat dilihat pada tabel dibawah ini

Tabel 1. Perbedaan Karakter Solusi Antar Variabel Akibat Perbedaan Orde

Fraksional

Parameter Analisis Orde Rendah (ai—»0)  Orde Tinggi (ai—1)

Respon Awal Sangat cepat / Instan Gradual / Halus

Efek Memori K.uat. (Non-lokalitas Lemah (Mendekati sifat
tinggi) lokal)

Laju Konvergensi Meluruh lambat Meluruh cepat
(Power-law) (Eksponensial)

Bentuk Solusi Dominasi fungsi Mittag- Mendekati fungsi
Leffler eksponensial

Dengan menerapkan transformasi Laplace terhadap persamaan (3.11),

diperoleh:

-x(0) = (-2 - 5)X(s) (3.12)
dan

-5~1/2y(0) = (5 - sV/2)Y (s) (3.13)
dan

-s-1/2z(0) = 4Y (s) + (5 - sV/2)Z(s). (3.14)
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Persamaan (3.12), (3.13) dan (3.14) dapat ditulis menjadi:

—x(0) —2—s5 0 0 X(3)
—5—1/‘2;,(0)] = [ 0 5—s2 0 ] [Y(s)]
—s5~1/22(0) 0 4 B5—35'2] | Z(s)

Maka:

1
X(s)= — 2:1;”

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh:
x(t) = exp(-2t)xo
Selanjutnya

Y(s) =

gi/2
72 -5,
Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh:
y(t) = By 1(5¢%) wo
Selanjutnya,
Z(s) =

(SJ/-Z - 5)2 Yo + 81/2 — 5:[]
Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh:
2(t) =482 = {E%J(st”)} v + By (5¢7) 2

KESIMPULAN

Penelitian ini menunjukkan bahwa transformasi Laplace merupakan
pendekatan yang efektif untuk memperoleh solusi analitik sistem persamaan
diferensial fraksional linier dengan orde fraksional yang berbeda. Dengan
mengubah sistem diferensial fraksional menjadi sistem aljabar dalam domain
transformasi, solusi dapat diturunkan secara sistematis menggunakan kaidah
Cramer dan selanjutnya dinyatakan kembali dalam domain waktu melalui
invers transformasi Laplace yang melibatkan fungsi Mittag-Leffler. Secara
matematis, hasil penelitian ini memberikan kontribusi berupa formulasi solusi
analitik yang terstruktur bagi sistem persamaan diferensial fraksional linier
dengan orde berbeda, serta memperkaya kerangka teori dalam analisis sistem
dinamika fraksional. Metode yang dikembangkan berpotensi diterapkan pada
berbagai permasalahan pemodelan yang melibatkan dinamika memori,
seperti sistem viskoelastik, anomali difusi, dan sistem kontrol fraksional.
Penyelesaian dari sistem persamaan diferensial fraksional orde berbeda

D x(t) = Ax(t) x(0) = Xo,

dengan Dix(t) = [Dzi(t) Di*aa(t) - D?"‘-Tn.(ﬁ)]T, 0 <ai< 1, dimana
Deij=1,2,-+-,n dengan D adalah operator turunan fraksional Caputo adalah

det(B;(s))

.I’J(IL): _l{m],j:l.E,‘“,ﬂ.
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dimana
a1, — 8™ Az et a1in —51712,(0)
o1 Qg — 892 - -+ o, —s59271245(0)

B(s) = ; ,L(s) =
Qn1 et Opn g% _sﬂﬂil'ftn(o) anz

dan Bj(s) adalah matriks yang dibentuk dengan mengganti kolom ke-j dari
matriks B(s) dengan vektor L(s).

Pembahasan dalam artikel ini dibatasi pada sistem persamaan diferensial
linier dengan turunan pecahan Caputo dan orde pecahan yang memenuhi
0 < a; < 1. Pengembangan lebih lanjut dapat diarahkan pada kajian sistem
nonlinier, orde fraksional yang lebih tinggi, atau penggunaan definisi turunan
fraksional lainnya.

Solutions to a System of Fractional Differential Equations

l’l(t)a z4(t)

0 2 4 6 8 10
Gambar 1. Visualisasi Penyelesaian Masalah Persamaan Linear Orde Berbeda
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