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Abstract. The labeling of a graph is a mapping that pairs the elements in the graph into positive
integers. In this thesis, it discusses how the magic total point labeling algorithmon the L, 4 ladder
gravh and the Lgg ladder graph and how the magic total point labeling on the L, 4 ladder graph
and the Lg g adder graph uses the magic square matrix modification using the durer method. Where
the elements of the result of this magic square matrix modification will be used as point labels on
the L4 4 ladder graph and the Lg g ladder graph.

Keywords: Ladder graphs L, 4 and Lgg, magic total dot labeling, modified square matrix, durer
method.

Abstrak. Pelabelan suatu graf merupakan suatu pemetaan yang memasangkan elemen-elemen
yang ada pada graf menjadi bilangan bulat positif. Didalam skripsi i membahas bagaimana
agoritma pelabelan total tiik ajaib pada graf tangga L, , dan graf tangga Lgg serta bagaimana
pelabelan total titik ajaib pada graf tangga L, , dan graf tangga Lgg menggunakan modifikasi
matriks bujur sangkar gjaib dengan menggunakan metode durer. Dimana elemen-elemen hasil dari
modifikasi matriks bujursangkar ajaib ini akan digunakan sebagai label titik pada graf tanggaL, 4
dan graf tangga Lg g.

Katakunci: Graf tanggaL, 4 dan Lg g, pelabelantotal titik ajaib, modifikasi matriks bujur sangkar,
metode durer.
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LATAR BELAKANG

Didalam studi matematika terdapat topik tentang pelabelan graf, dimana objek yang dibahas
berupa teori graf yang digambarkan dalam bentuk titik dan sisi dan terdiri dari bilangan asli yang
disebut label yang pertama kali diperkenalkan oleh Sadlatk pada tahun 1964, Stewart pada tahun
1966, serta K otzig dan Rosa pada tahun 1970, Adabanyak jenis-jenis pelabelan, diantaranya adal ah
pelabelan sisi, pelabelan titik, dan pelabelan gaib. Dimana saat graf diberi label berfokus
dipenemuan graf-graf tertentu yang dapat digunakan untuk melabelkan graf. 2

Pelabelan total titik gjaib dapat diaplikaskan ke macam-macam graf, diantaranya adalah
pelabelan total titik gjaib padagraf tanggayang berjudul Total Vertex Irregularity Srength Of Ladder
Related Graphs (Slamin dkk, 2014), Vetex Polinomial Of Ladder Graphs, (Ahmad dkk, 2019), dan
pelabelan jumlah eksklusif pada graf tangga Ln (Debby dan Peter, 2011) serta Vertex-magic Total
Labeling of Generalized Petersen Graphs and Convex Polytopes (Miller dkk, 2017). Graf tangga Ln
didefinisikan sebagai produk kartesian dari P2 dan Pn. Ketika dibentuk kelihatan seperti tangga
dengan n anak tangga. Dengan cara yang sama kita dapat mengatakan bahwa terdapat dua himpunan
dari simpul Pn pada setiap sisi tangga dan kedua sisi dari tangga dihubungkan dengan anak tangga.®

Daam pembentukan graf tangga dengan kali kartesius antara dua graf lintasan, terdapat
beberapa bentuk yang dihasilkan dari graf tangga. Menurut M. Regees dkk, dalam penelitiannyayang
berjudul Edge magic and bimagic harmonious labeiing of ladder graphs tahun 2020 terdapat bentuk
graf tanggayaitu graf tanggamelingkar CL ;; dengan nilai k=55, menurut V. JebaRani dkk, didalam
penelitiannya yang berjudul Vertex Polynomrar Or'Ladder Graphs terdapat juga bentuk graf tangga
yang lain dimana penggunaan fungsi polynomial terhadap graf tangga, dan menurut A. Durai Baskar
pada penelitiannya yang berjudul Logarithmic Mean Labeling of Some Ladder Related Graphs pada
tahun 2020 melabeli graf tangga dengan a goritma rata-rata sehingga membentuk sebuah graf tangga
bentuk yang baru.

L Aldous, J, M dan Wilson, R, J. (2004): Graphand Aplications An introductory Approach, 4" ed, Open University
2000, Great Britain, Di akses dari https.//www.amazon.com/Magic-Graphs-Alison-M-
Marr/dp/0817683909.

2Kotzig, A, dan Rosa, A. (1970). Magic valuations of finite graphs. Canada. Math. Bull. 13, 451-461.

3 Debby, S. Peter, J. M,H, (2011): Pelabelan jumlah eksklusif pada graf tangga Ln, Prosiding SeminarNasional
Penelitian, Pendidikan dan Penerapan MIPA.
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Adapun matriks bujur sangkar ialah matriks persegi dimana entri-entrinya adalah bilangan
bulat non negatif, sehingga mempunyai nomor baris yang sama dengan nomor kolom, contohnya 2
X 2, 3x 3, 4 x 4 dan seterusnya. Artinya pada matriks ini tidak bisa berordo berbeda. Jika 2x2 maka
dia mempunyal 2 baris dan 2 kolom dan jika 3x3 maka mempunyai 3 baris dan 3 kolom. Matriks
bujur sangkar juga disebut dengan matriks persegi karenaterdapat jumlah dan kolom yang samadan
membentuk sebuah persegi. Pada matris bujur sangkar ini biasanya dikenal dengan istilah elemen
diagonal yang terdapat pada baris dan kolom. Matriks bujur sangkar gjaib berukuran n x n dengan n
bilangan ganjil dan n >3 adalah menggunakan elemen-elemen matriks tersebut dari 1 sampe n?
sedemikian sehingga setiap baris, kolom dan diagonal utama mempunyai jumlah yang sama.*

Berdasarkan latar belakang masalah yang telah disgjikan, maka penulis mengusulkan untuk
melakukan penelitian yang berjudul “PELABELAN TOTAL TITIK AJAIB PADA GRAF
TANGGA”.

KAJIAN TEORITIS
Pengertian Graf

Pada tahun 1736 konsep tentang teori graf diperkenalkan oleh seorang matematikawan bernama
Leonard Euler. Pada teorinya euler memecahkan misteri permasalahan Jembatan Konigsberg. Pada
jembatan tersebut terdapat sebuah sungai yang mengalir yang bernama Pregel dan mengdilingi
sebuah pulau. Sungai pregel ini terbagi dua dan membentuk dua aliran sunga dimana ada sebanyak
tujuh jembatan penghubungnya. Teori ini dibuktikan bahwa seseorang tidak mungkin dapat
menyebrangi ketujuh jembatan sekali sgja dan kemudian kembali lagi ke asalnya.

i &
S R

Gambar 1. hasil penggambaran teori euler

4 Lee, Michael, 2006. Liniear Algebra of Magic Square, Central Micigan University.



Pelabelan Total Titik Ajaib Pada Graf Tangga

Terminologi Dasar Graf
Di bawah ini terdapat beberapa terminologi atau definisi yang berkaitan pada graf yang

biasa digunakan.®

- Bertetangga (Adjacent)
Titik u dikatakan bertetangga dengan titik v, jika (u, v) merupakan sis pada graf G.

Gambar 2. contoh graf sederhanaa

- Bersisian (Incideny)
Bersisian (incidenr) adalah sisi e dengan titik u dan titik v bersisisan, untuk

sembarangsisi e = (u,v).

Gambar 3. contoh graf sederhanab

- Lintasan (Path)
Pada gambar dibawah ini contoh graf mengandung sebuah lintasan (path). Dari gambar 4

terdapat lintasan 1, 2, 3,4 dengan barisan sisi e, es,es.

1

b

Gambar 4. contoh graf sederhanac

> Munir, R, (2012): Matematika Diskrit, Informatika, Bandung.
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- Siklus(Cycle) atau Sirkuit (Circuit)

Pada gambar 4 merupakan contoh siklus (Cycle) atau sirkuit (Circuit). Terlihat
digambar 4 diatas, diawali dengan titik 1, 2, 5, 1 adalah sirkuit. Jumlah sisi di dalam sirkuit
merupakan panjang sirkuit dan pada gambar 4 panjang sirkuitnya adalah 3.

- Terhubung (Connected)

Keterhubungan dua buah titik adalah penting di dalam graf, dimana titik u dan v

terhubung jikatitik u terdapat lintasan ke titik v.

Gambar 5. Graf terhubung dan tak terhubung

Padagambar 5 diatas graf A adalah gambar untuk graf terhubung dan mempunyai lintasan dari
titik a ke titik d dan diantara titik yang dihubungkan sebuah sisi, dan graf B adalah gambar graf

yang tidak terhubung karena terdapat titik dan sisi pada graf yang tidak dihungkan oleh sebuah
Sisl.

- Upgraf (Sup Graph)
Misalkan G = (V,E) adalah sebuah graf G, = (V;, E;) merupakan upgraf (sub graph)

dari G, jikaV; € V danE; < E. Dibawah ini merupakan contoh upgraf (sub graph) dari sebuah
jenis graf.

Gambar 6. (a) Contoh Graf dan (b) Contoh Subgraf dari a
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- Lingkaran
Contoh dari graf lingkaran dapat dilihat pada gambar di bawah ini.

1
.

B .:

Gambar 7. Graf Lingkaran

Jenis Jenis Graf
- Graf Sederhana

Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki loop ataupun sisi ganda pada grafnya.
Sisi-sisi pada graf sederhanaialah pasangan takterurut (unourde redpairs).
- Graf tak sederhana(Unsimple Graph)

Graf tak sederhana memiliki dua jenis graf yaitu graf ganda dan graf semu. Jika sebuah graf

terdiri dari sisi ganda atau loop dinamakan Graf Tak Sederhana (Unsimple Graph).
Produk Graf

Untuk mendefinisikan produk hasil perkalian graf lintasan G, dan G, dari dua graf
dipertimbangkan ada duatitik u = (u;, uy) dan v = (vy, v,).
Graf tangga

Graf tangga dapat dibentuk dengan mencari dari hasil kali kartesius sebuah graf lintasan
terhadap duatitik kemudian graf lintasan yang memiliki # titik. Penulisan notasi untuk graf tangga
ini dilambangkan dengan Ln, maka didapatkan Ln = P2xP, (Joseph, 2018).
Pelabelan Graf

Pemetaan dengan memasang unsur-unsur dari graf dengan menggunakan bilangan bulat positif
disebut pelabelan graf. Bilangan tersebutlah yang dikatakan label. Apabila domain pemetaan titik,
Maka pelabelan dinamakan pelabelan titik. Apabiladomainnyasisi, Maka dinamakan pelabelanisi,
dan dikatakan pelabelan total apabila domainnyatitik dan sisi.®

&Miller, M. Ryan, J. Ryjacek, Z. (2017): Characterisation of graphswith exclusive sum labelling, Australasian Journal
Of Combinatorics, 69(3), 334-348, Di akses dari https.//ajc.maths.ug.edu.aw/pdf/69/ajc v69 p334.pdf.
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Pelabelan berkaitan dengan graf yang sering digunakan, yakni pelabelan titik.
Pelabelan Titik

Pelabel an titik merupakan suatu pemetaan apabiladomainnya berupahimpunan titik. Sehingga
diberikan suatu graf G yang memiliki himpunan titik f:V(G) - {1,2,3,4,5} denganv — i,i €
.
Definisi Modifikasi matriks Bujur sangkar Ajaib

Matriks yang bujursangkar agjaib yang bilangan-bilangannya , 2, ....,n? disebut juga sebagai
bujur sangkar gaib klasik. Banyak bagian baris, kolom dan juga dua diagonanya dapat
disimbolkan dengan d diartikan juga dengan banyzknya jumiah ajaib, dan n merupakan indeks

matriksnya dapat dirumuskan kedalam rumus matematika :

_xn? 2 1 2
d——n'- ataul + 2+ 3 + .......+n :En(n + 1)

METODE PENELITIAN
Metode penelitian ini adalah studi pustaka dimana data yang diperlukan adalah kumpulan
berbagai literatur pelabelan graf dari buku buku dan jurna jurnal yang ada. Peneliti melakukan
penelitiannya bertempat di Digital Library universitas negeri medan dan waktu yang diperlukan
dalam penyelesaian penelitian ini dibutuhkan lebih kurang didalam waktu dua bulan.

HASIL DAN PEMBAHASAN
1. Algortima pelabelan total titik ajaib graf tangga Ly 4dan Lgg dengan modifikasi matriks
bujur sangkar ajaib
Metode yang digunakan untuk menyusun pelabelan total titik gjaib pada graf tangga Ln
adalah metode durer dengan modifikasi matriks bujur sangkar gjaib.
Beberapa langkah yang akan dilakukan untuk melakukan modifikasi matriks bujur sangkar
gjaib.’
a Terdapat lima matriks berordo 4 x 4 misal My, M,, M3, M, dan Ms

b. Matriks M, terdiri dari angkal,2,3,...,n%. Dimuia dari myq, mqz, My3, ..., Myy

7 Lee, Michael, 2006. Liniear Algebra of Magic Square, Central Micigan University.
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c. Matriks M, terdiri dari elemen nondiagonal dari M; dan elemen diagonanya diberi nilai
nol.

d. Matriks M; berisikan 1, 2,3, ...,n? € M;, (yang dimulai dari m44, sampai m,;)

e. Matriks M, dibentuk dari dua diagonal dari M5 dan elemen nondiagonalnya diberi nilai
nol.

f. Matriks Mg merupakan gabungan matriks M, dan M, , dan hasil M.

g. Ini adalah matriks bujur sangkar gjaib.

h. Dari hasil modifikasi matriks bujursangkar gjaib ini maka akan didapatkan nilai konstanta
ajaib untuk pelabelan total titik gjaib pada graf tangga.

i. Kemudian dibentuk graf tangga L,,,, untuk dilabeli menggunakan hasil dari modifikasi
matriks bujursangkar Ajaib.

Maka hasil modifikasi matriks bujur sangkar gjaib pada pelabelan total titik ajaib pada graf

tangga L akan memenuhi.

Dapat dirumuskan Algoritma pelabelan total titik jaib pada grat tangga L, 4 dan Lgg.

(1) Diambil graf tangga L, 4 dan Lggyang akan dilabeli.

(2) Menyajikan matriks bujur sangkar dari graf tangga L, , dan Lggdengan entri-entrinya
{1,2,3,...,n%}

(3) Matriks bujur sangkar dari L, 4 dan Lgg akan dimodifikasi dengan metode durer , untuk
mendapatkan matriks bujur sangkar ajaib.

(4) Matriks dari graf L,, dan Lgg dikatakan sebagai matriks bujur sangker ajaib Sesuai
defenisi (Michael Lee, 2006)

(5) Hasil dari matriks bujur sangkar ajaib akan digunakan untuk melabeli graf L, , dan Lgg (
defenisi pelabelan grat)

(6) Kemudian graf L, 4 dan Lgg dilabeli dengan hasil modifikasi matriks bujur sangkar ajaib.

Dari agoritma pelabeian tota titik gab Ln maka akan didapatkan konstanta gaib untuk

pelabelan graf tangga Ln.
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2. Pelabelan total titik ajaib pada graf tangga L4
Graf tangga L 44 ini adalah hasil kali kartesius graf lintasan P4 dan Pa,

)

Gambar 8. graf lintasan P 4

Pelabelan total titik ajaib pada graf L 44 dengan modifikasi matriks bujur sangkar gjaib
orde genap menggunakan metode durer. Langkah-langkeh metode durer didalam proses
menyelesaikan permasalah matriks yang bujursangkar gjaib dengan n = 4.

Matriks M, berisikan bilangan 1, 2, 3, ..., i? (dimulai my1, my,, my3,

1 2 3 4

M 5 G 7 8
9 0 11 12

13 14 15 16

Matriks M, berisikan elemen non diagonal dari M; dan elemen diagonalnya diberi nilai nol.

Matriks yang berisikan bilangan 1,2,3,...,n? (yangdimulai dari myy ....my;)

ey Myg,

Matriks yang berisikan bilangan 1,2,3,...,n? (yangdimulai dari myy ....my;).

16 15 14 13

M 12 11 10 ¢
8 7 6 5

4 3 2 1
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- Matriks berisikan elemen kedua diagonal dari M5 dan elemen non diagonalnyadiberi nilai nol.

- Matriks yang merupakan kombinasi M, dan M,

16 2 1 13
-} 11 10 B
9 7 6 12
4 14 15 1

Dari hasil modifikasi matrik bujur sangkar gjaib maka dapat dilabeli grafik L 44 sebagai
berikut.

Hasil pelabelan totdl titik ajaib pada graf L 4,4 dengan modifikasi matrik bujur sangkar ajaib

Vit Vet Vit Vy =16+2+3+13=34
Ver Vot Vrs Vs S+11+10+3-34
Vo + Vig+ Vit Vi = 0+7+6+12=34
Vis+ Vi + Vis= Vig =4+ 14+ 15+16=34

didapatkan.
3. Pelabelan total titik ajaib pada graf tangga L ss.
Graf tangga L sg ini adalah hasil kali kartesius graf lintasan Pg dan Ps,

- s B & & &+ &

-

Gambar 9. graf lintasan P g,

Hasil perkalian kartesius graf lintasan PsdanPs.
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S 1 kS ,
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v - v e v
£ (V31 W 36 N 3, (V35 Vig
w kS Vi Y ki
. - - L - L . .
INZ 7 Vi b = Vs 7]
Sgn g e AT A &%

Gambar 10. Graf Tanggal sg

Dengan mengikuti metode durer untuk melabeli graf tangga L ss maka dapat diselesaikan.
- M; merupakan bilangan positif ( 1,2, 3, ... 64) yang akan dibagi menjadi sub matriks 4 x 4.

1 i 3 4 5 6 7 B
2 10 11 12 13 14 15 1k
17 18 19 X 21 2 1B M
M,= PR R % 30 31 3
33 M 3B ¥ 7 k1 2 L}
AL 4z 43 4 a5 46 47 48
43 50 51 s1 B3 54 55 56
57 SB 59 B0 61 B2 B3 64

- M, merupakan sub matriks M; diagonal utama dan kedua diberi nilai nol.

2 B

9 o o 12 13 o a

17 o o 20 1 o a

M= 8 I 7 a0 0 3 3
= o 34 35 a 0 3\ 38
41 o o a4 45 o L]

4 0 0 5 3 o a

o 5B 59 a '] 62 63

- M; texdiri dari bilangan 1,2, 3, ... , 64 (tetapi tersusun mulai dari mgg , mgy ..., myq)

64 63 &2 61 B0 53 58 57
56 55 54 53 52 51 50 49
48 47 46 45 44 43 42 41
My= 40 39 38 37 36 35 34 33
32 31 30 8 27 26 15
4 23 12 on 0 13 18 17
16 15 14 13 12 11 10 9
8 7 6 5 4 3 2 1

- M, texrdiridari sub matriks M5 Diagona utama dan kedua diberi nilai nol.
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B4 (/] (1] (3] (1] [}] a 57

o 55 53 o a 51 50 a

4] a7 a6 o a a3 az ]
s a0 o 0 W 3% 0 0 33
g 2 0 0 29

4] 23 22 1] a 19 18 0

4] 15 14 0 ] 1 10 /]

B a 1] 5 q 0 0

- Matriks Ms; merupakan gabungan matriks M, dan M, , dan hasil Ms ini adalah matriks bujur

sangkar gjalb.

9 i 53 12 13 a1 L1 1k
17 47 46 20 21 a3 42 4

43 1= 14 52 53 u 1o 56
& L LB = 4 62 &3 L

Hasil pelabelan total titik gjaib pada graf L ss dengan modifikasi matriks bujur sangkar
gjaib didapatkan.

Kot Bt Bt G tlat Wb+l = 624243461460+ 6 TH57 — 260
Voo Vaob Vi Vi Yo = Vb Wik Wie. = 9+25+51 =1 I~ 13+51 =50+ 16 —2al

17147148 PER

A= 26437 17 - I+ T +33 =76l
aat Vi + Vs Vet 3T # Vi + Voo Van . = 32 - 34435 + 2020+ J6+30+25 250
Vot Vi | Vi Vi Vo t Vi Vi Wig = 4L 2302244 45018 0 I8 1 48 =250
Viat Vit Varm VartVn + Vot Warm Vo = A8 F I5F 752453 AL L0 =38 =260
Vi 1 Vo | Vo Ve Ve 1 Vi ! Vg W= 8 0SB 20002 408206502 =26

Pelabelan total titik ajaib pada graf tangga L, 4 dan Lgg.dengan bilangan genap dan 1, 2, 3, ..,
n? dengan modifikaasi konstruksi bujur sangkar ajaib orde genap. Hasil modifikasi matriks bujur
sangkar gjaib ini akan digunakan untuk melabelkan titik ajaib dari graf tangga L, , danLgg, ,
dimana jumlah elemen diagonal utama dan jumlah elemen setiap baris untuk label ttik adalah

bernilai yaitu graf L, , memiliki konstanta ajaib 34 dan graf Lg g, memiliki konstanta ajaib 260.
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KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka dapat disimpulkan hasil pelabelan total titik ajaib
pada graf tangga L, 4 dan Lgg menggunakan algoritma durer. Adapun algoritma yang digunakan
adalah sebagai berikut: 1) Diambil graf tangga L,, dan Lgg yang akan dilabeli, 2) Menyajikan
matriks bujur sangkar dari graf tangga L,, dan Lgg dengan entri-entrinya {1,2,3,...,n%}..,
3)Matriks bujur sangkar dari L,, dan Lgg akan dimodifikasi dengan metode durer , untuk
mendapatkan matriks bujur sangkar gjaib, 4) Matriks dari graf L, , dan Lgg dikatakan sebagai
matriks bujur sangkar ajaib Sesuai defenisi (Michael Lee, 2006 ), 5) Hasil dari matriks bujur
sangkar gjaib akan digunakan untuk melabeli graf L,, dan Lgg ( dejenisi pelabelan graf ), 6)

Kemudian graf L, 4 dan Lgg dilabeli dengan hasil moditikasi matriks bujur sangkar gjaib.
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